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Produit scalaire et Projection de vecteur

1 Produit scalaire

Dé�nition 1 : Produit scalaire

Le produit scalaire entre deux vecteurs
−→
A ,

−→
B est un scalaire et est

noté
−→
A ·

−→
B .

Il est dé�ni de la manière suivante :

−→
A ·

−→
B =

∥∥∥−→
A
∥∥∥∥∥∥−→

B
∥∥∥ cos(α) −→

A

−→
B

α

avec α = (
−̂→
A ;

−→
B ) angle formé par les deux vecteurs

−→
A ,

−→
B de normes respectives

∥∥∥−→
A
∥∥∥ et

∥∥∥−→
B
∥∥∥.

Propriétés

• Symétrique :
−→
A ·

−→
B =

−→
B ·

−→
A

• Le produit scalaire de deux vecteurs perpendiculaires ou orthogonaux est nul.
−→
A ⊥

−→
B ⇒

−→
A ·

−→
B = 0

• La norme des deux vecteurs étant �xée, le produit scalaire de deux vecteurs est extrémal lorsque le cosinus vaut
±1, c'est-à-dire lorsque les deux vecteurs sont colinéaires (α = kπ, k ∈ N).

• Distributivité : (
−→
A +

−→
B ) ·

−→
C =

−→
A ·

−→
C +

−→
A ·

−→
C

•
−→
A ·

−→
A =

∥∥∥−→
A
∥∥∥∥∥∥−→

A
∥∥∥ =

∥∥∥−→
A
∥∥∥2.

⇒ La norme d'un vecteur est la racine de son carré scalaire :
∥∥∥−→
A
∥∥∥ =

√−→
A ·

−→
A

• Soit deux vecteurs exprimés dans une même base orthonormée (
−→
ux,

−→
uy,

−→
uz) :

−→
A = Ax

−→
ux +Ay

−→
uy +Az

−→
uz

−→
B = Bx

−→
ux +By

−→
uy +Bz

−→
uz

⇒
−→
A ·

−→
B = AxBx +AyBy +AzBz

2 Projection d'un vecteur

Dé�nition 2 : Projection d'un vecteur

−→
A ·

−→
B =

∥∥∥−→
A
∥∥∥ cos θ︸ ︷︷ ︸
=d

∥∥∥−→
B
∥∥∥ = d

∥∥∥−→
B
∥∥∥

d est la projection du vecteur
−→
A sur

−→
B .

−→
B

−→
A

θ

d

Projection d'un vecteur dans une base : pour obtenir la décomposition d'un vecteur dans une base, il faut
calculer les projections du vecteur sur chacun des vecteurs unitaires de la base.

−→
A

θ

β

−→
ux

−→
uy

Ax

Ay
−→
A = Ax

−→
ux +Ay

−→
uy avec :

 Ax =
−→
A · −→

ux =
∥∥∥−→
A
∥∥∥ cos θ

Ay =
−→
A · −→

uy =
∥∥∥−→
A
∥∥∥ sin θ

➪ Pourquoi un sinus pour Ay alors que c'est un cosinus pour Ax ?

Pour calculer Ay, il faut considérer l'angle β entre
−→
A et

−→
uy, on a alors :

Ay =
−→
A · −→

uy =
∥∥∥−→
A
∥∥∥ cosβ =

∥∥∥−→
A
∥∥∥ cos(π

2
− θ

)
=

∥∥∥−→
A
∥∥∥ sin θ

On peut également penser au cercle trigonométrique, comme ci-contre. θ
cos θ

sin θ
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3 Projection et changement de base

−→
ux

−→
uy

−→
ur

θ

−→
a

−→
b

−→
ur =

−→
a +

−→
b

avec : { −→
a = cos θ

−→
ux

−→
b = sin θ

−→
uy

−→
ur = cos θ

−→
ux + sin θ

−→
uy

−→
ux

−→
uy−→

uθ

θ
α

β

−→
c

−→
d

−→
uθ =

−→
c +

−→
d

avec : { −→
c = − sin θ

−→
ux

−→
d = cos θ

−→
uy

−→
uθ = − sin θ

−→
ux + cos θ

−→
uy

Attention pour
−→
uθ, une des projection fait apparaitre un � - �, deux façons pour le comprendre :

• Le produit scalaire de
−→
uθ avec

−→
ux est :

−→
uθ · −→

ux = cos(α) = cos
(π
2
+ θ

)
= − sin θ

• Ou, on fait le produit scalaire de
−→
uθ avec −−→

ux :

−→
uθ · (−−→

ux) = cos(β) = cos
(π
2
− θ

)
= sin θ

d'où
−→
uθ · −→

ux = − sin θ

4 Exemples

Pendule simple

On considère un pendule simple constitué d'un �l tendu sans
masse et d'un point matériel M de masse m. L'axe (Oy) est l'axe

vertical. Les forces s'exerçant sur le point M sont le poids
−→
P de

norme P et la tension
−→
T du �l de norme T . La position du point

M est paramétrée par l'angle θ (voir �gure ci-contre). Déterminer
les composantes de ces deux forces dans la base orthonormée
(
−→
ur,

−→
uθ) dé�nie sur le dessin.

O

•M

y

x

θ −→
uθ

−→
ur

−→
T

−→
P

Palet sur un plan incliné

On considère un palet sur un plan incliné d'un angle α par rap-
port à l'horizontale. Ce palet subit trois forces : son poids carac-
térisé par le vecteur

−→
P de norme P et de la part du plan incliné

la réaction normale
−→
N de norme N et la réaction tangentielle

−→
T

de norme T (frottements solide). On considère par ailleurs deux
bases orthonormées du plan : (

−→
ux,

−→
uy) et (

−→
u ′
x,

−→
u ′
y) .

Exprimer les trois forces considérées dans les deux bases di�é-
rentes.

O

−→
uy

−→
ux

−→
u ′
y

−→
u ′
x

−→
N

−→
T

α

−→
P
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